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1.- Introducció 
 
El nom del present treball és ‘Convecció tèrmica amb rotació: efectes centrífugs’, per tant, 
sembla coherent abans de tot presentar el fenomen de la convecció tèrmica. Què és la 
convecció tèrmica?  
 
La convecció tèrmica és una de les tres formes de transferència de calor i es caracteritza 
perquè es produeix a través d’un fluid (aire, aigua) que transporta el calor entre zones amb 
diferents temperatures. És important el matís que la convecció es produeix únicament 
mitjançant materials fluids. Aquests, en escalfar-se, augmenten de volum i conseqüentment 
disminueixen la seva densitat i ascendeixen desplaçant el fluid que es troba en la part 
superior i que està a menor temperatura. De fet, el que s’anomena convecció en sí, és el 
transport de calor a través de les corrents ascendents i descendents de fluid. És, per tant, un 
transport de calor associat a un transport de massa. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 1.1: Moviment d’un fluid per convecció tèrmica 
 
La convecció, doncs, implica la mescla d’elements macroscòpics de porcions calentes i 
fredes d’un gas o d’un líquid i és molt habitual que provoqui una circulació del fluid (veure 
figura) degut a diferències de densitats que resulten del gradient de temperatures del fluid. 
 
L’estudi d’aquest fenomen és en certes branques de la ciència o tecnologia obligatori. En 
geofísica, per exemple, és un fenomen molt important. La radiació solar amb el seu 
conseqüent escalfament tèrmic és el motor que per convecció origina la circulació 
atmosfèrica i oceànica, que a la seva vegada són les responsables de fenòmens diversos 
com els vents, la formació de núvols, ciclons, anticiclons, precipitacions, etc. D’aquests 
fenòmens on la convecció tèrmica és palesa, destaca el cicle hidrològic de l’aigua. A grans 
trets funciona de la següent manera: els rajos solars escalfen les aigües marines i terrestres 
les quals, en absorbir aquest calor, passen de l’estat líquid al gasós en forma de vapor 
d’aigua. El vapor ascendeix fins a certa alçada i en fer-ho, perd calor, es condensa i forma 
núvols, que estan formats per gotes d’aigua molt petites que es mantenen en suspensió a 
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determinada altura. Quan aquesta condensació s’accelera, pel propi ascens de la massa de 
núvols (convecció), es formen uns núvols de major desenvolupament vertical, fet pel qual les 
gotes augmenten de tamany i formen les precipitacions, que poden ser tant sòlides com 
aquoses, depenent de la temperatura. Aquesta convecció en l’atmosfera terrestre involucra la 
transferència de quantitats enormes de calor absorbit per l’aigua. 
 
També és important en la indústria i en astrofísica. Pel que fa a la indústria, en les centrals 
elèctriques, per exemple, la formació d’energia va associada a l’escalfament d’un fluid que 
adquireix un cert moviment (energia mecànica) i que posteriorment es transforma en energia 
elèctrica. D’altra banda, en astrofísica, es pot donar convecció tèrmica quan la diferència de 
temperatura entre el nucli i les capes exteriors d’una estrella és tan elevada que apareixen 
inestabilitats convectives i el transport de calor (típicament per radiació) es dóna de manera 
simultània amb un transport de material calent que puja i fred que baixa. 
 
En la majoria de les aplicacions que s’han esmentat, tot i no haver-ho dit explícitament, la 
convecció anava acompanyada de rotació. La rotació i les forces associades a ella (Coriolis i 
centrífuga) apareixen molt sovint en tots els camps d’aplicació. En geofísica, per exemple, no 
es pot passar per alt que la Terra és un sistema en rotació; i el mateix en astrofísica, on la 
majoria d’estrelles tenen cert moment angular. En la indústria, tot i tractar-se d’una escala 
diferent, també sol ser apropiat considerar la rotació degut a què els sistemes industrials 
acostumen a tenir diferents parts mòbils com eixos, volants, etc. 
 
Tanmateix, tant en aplicacions industrials com en geofísiques, l’anàlisi detallat de la dinàmica 
del fluid és molt complexa, ja que la geometria sol ser complicada i a més apareixen 
fenòmens addicionals (humitat, contaminants, barreges de fluids, canvis de fase, reaccions 
químiques, etc.). Per tot això, s’ha fet i es continuen fent molts estudis de convecció amb 
rotació en el laboratori en condicions controlades i geometries senzilles. El cas clàssic és la 
convecció de Bénard en un cilindre en rotació. 
 
El primer treball teòric sobre convecció es deu a Lord Rayleigh tot i que va ser motivat pels 
experiments de Bénard en un cilindre en rotació. Rayleigh va considerar que la capa de fluid 
estava atrapada entre dues superfícies sòlides a diferents temperatures tals que la capa 
inferior estigués a més temperatura que la capa superior.  
 
 
Figura 1.2: Model de convecció de Rayleigh-Bénard 
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Va resoldre les equacions de moviment del fluid de manera acoblada amb les equacions 
termodinàmiques del mateix i va obtenir els següents patrons de solucions: 
 
 
 
Figura 1.3: Patrons de solucions per convecció de Rayleigh-Bénard 
 
Els resultats teòrics obtinguts per Rayleigh diferien dels experiments de Bénard ja que la 
geometria on es resolia el problema era diferent i a més un considerava la rotació i l’altra no, 
tanmateix tots els posteriors estudis teòrics van prendre la convecció de Rayleigh-Bénard 
com a partida. 
 
En el present treball es resoldran les mateixes equacions que va resoldre Rayleigh però en 
una geometria de Bénard. 
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2.- Antecedents 
 
Com s’ha comentat a la introducció, la convecció de Rayleigh-Bénard (1916) va ser el primer 
estudi teòric de la convecció. No va ser fins al cap de més de 40 anys, però, que es va 
començar a estudiar el fenomen de manera continuada. Els primers estudis van ser efectuats 
per Veronis 1959 i Chandrasekhar el 1961, i en ambdós casos es va considerar l’aproximació 
de Boussinesq que tracta totes les propietats del fluid com constants excepte la densitat, que 
la deixa variar linealment amb la temperatura. Tradicionalment, les variacions de densitat 
només es tenien en compte en la força de sustentació gravitacional (induïda per la diferència 
de temperatures entre les tapes superiors i inferiors del domini) i no en la força de sustentació 
centrífuga. Això només es vàlid en el límit que la força centrífuga sigui menyspreable davant 
de la gravetat. En aquest límit, les equacions de govern admeten una solució trivial on la 
velocitat correspon a una rotació de sòlid rígid (que és estàtica en el sistema de referència en 
rotació), conjuntament amb un perfil lineal de temperatures a través del fluid. Aquest estat 
bàsic és independent de tots els paràmetres de govern. Tanmateix, quan la força centrífuga 
no és negligida, l’estat bàsic deixa de ser trivial i passa a dependre de molts paràmetres. 
 
La força de sustentació centrífuga dóna lloc a una circulació de fluid a gran escala en la qual 
el fluid fred (i més dens) és centrifugat radialment enfora mentre que el fluid calent (i menys 
dens) és centrifugat endins (Barcilon & Pedlosky 1967; Homsy & Hudson 1969; Hart 2000). 
Aquesta circulació a gran escala existeix per qualsevol diferència de temperatura entre la 
tapa inferior i superior del domini. 
 
Els efectes del confinament lateral en la convecció amb rotació tenen una importància 
fonamental. Els experiments de Rossby (1969) van posar de manifest unes discrepàncies 
molt significatives amb els estudis teòrics en regions sense contorn. Es van mesurar 
transferències de calor convectives per uns nombre de Rayleigh molt menors dels predits. 
Buell & Catton (1983) i Pfotenhauer Niemela & Donnely (1987) van proposar, basats en 
anàlisis d’estabilitat lineals i experiments, que la causa de la discrepància era el confinament 
lateral dels experiments. Els experiments posteriors es van dur a terme amb el propòsit de 
visualitzar el flux (Zhong, Ecke & Steinberg 1991, 1993; Ning & Ecke 1993) i van mostrar que 
el transport de calor convectiu trobat en nombres de Rayleigh més petits dels predits eren 
deguts a un mode convectiu de contorn, que consistia en l’alternança de plomes calentes i 
fredes ascendint i descendint pel contorn i fent una precessió de manera retrògrada en 
respecte a la rotació del fluid. L’anàlisi lineal d’estabilitat de Goldstein et al. (1993, 1994) va 
confirmar aquesta figura en el marc de la convecció amb rotació deguda als efectes 
combinats de la força de Coriolis i el confinament lateral en un cilindre finit, i en absència de 
força de sustentació centrífuga. Això va ser confirmat més endavant per estudis asimptòtics 
de Herrmann & Busse (1993) i Kuo & Cross (1993). L’estabilitat lineal d’un estat bàsic no 
trivial del fluid incorporant la força de sustentació centrífuga en un cilindre finit només s’havia 
analitzat en el límit asimptòtic de força de Coriolis infinita i flux estacionari (Homsy & Hudson 
1971) fins que Marques, Mercader, Batiste & Lopez (2007) van analitzar l’estabilitat del fluid 
per valors finits dels paràmetres de govern i permetent solucions no estacionàries. 
 
La força de sustentació centrífuga destrueix la invariància de translació que és inherent en un 
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estudi teòric en una regió sense contorn així com la simetria de reflexió en la meitat del 
cilindre. Tanmateix,  quan la força centrífuga és negligida, la convecció apareix via una 
bifurcació de forquilla1 per una solució restringida en un subespai axisimètric, donant una 
solució conductiva i dues solucions convectives on una és una simetria de reflexió de l’altra 
(per un gran interval dels valors dels paràmetres i amb una força de Coriolis suficientment 
gran).  
 
En l’estudi de Marques, Mercader, Batiste & Lopez (2007) es va considerar una força de 
Coriolis constant, però no es va negligir la força centrífuga, i es va poder observar que la 
força centrífuga deforma la bifurcació de forquilla i la fa imperfecta, donant lloc a dues 
branques de solucions no relacionades per cap simetria i una solució inestable que les 
connecta. De fet, veient el problema en termes de dos paràmetres, es va determinar que la 
transició a la convecció es fa a través d’una bifurcació de Cusp de codimensió dos. 
 
En aquest treball es pretén analitzar la convecció amb rotació en una cèdula convectiva de 
Bénard i resoldre el mateix problema resolt per Marques, Mercader, Batiste & Lopez (2007) 
però introduint un canvi, tot i que subtil, important. Marques, Mercader, Batiste & Lopez 
(2007) van resoldre el problema considerant una força de Coriolis constant i en canvi 
considerant una força centrífuga finita i depenent d’un paràmetre (nombre de Froude). Tot i 
que aquesta consideració té molt sentit teòric ja que fins en aquell moment tot el treball teòric 
desenvolupat considerava la força de Coriolis constant i per tant ja es coneixien els efectes 
que aquest terme de l’equació de Navier-Stokes provocava, no té massa sentit físic donat 
que la força de Coriolis és lineal amb ω i la centrífuga és quadràtica. És a dir, quan una varia 
l’altra també ho fa, i quan una és constant l’altra també . És per això que en aquest treball 
s’analitza el fluid de manera físicament correcte, es considera ω com una variable de la qual 
depenen dos termes de l’equació de Navier-Stokes, i per tant, si variem aquest paràmetre 
variaran els dos termes. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                 
1 Per entendre de manera adequada aquest terme, mirar l’apartat 5 referent al plantejament teòric. 
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3.- Objectius 
 
En els anteriors treballs s’han detectat uns certs problemes i que en aquest treball es volen 
resoldre: 
 
• Considerar la força centrífuga constant (zero) i la força de Coriolis variable és còmode 
per analitzar les equacions, però no és realista. 
• De la mateixa manera, considerar una força de Coriolis constant no és apropiat pels 
experiments i no és realista. Cada canvi del nombre de Froude amb un nombre de 
Rayleigh fix obligaria a modificar la geometria o el fluid, i per tant, per una variació 
contínua del nombre de Froude s’hauria d’anar variant contínuament també la 
geometria o el fluid, fet totalment impensable des del punt de vista experimental. 
 
Per poder comparar els càlculs teòrics amb els experiments i dissenyar-los necessitem 
considerar tant la força de Coriolis com la centrífuga variables. En canvi, el que hem de fixar 
és la geometria i el fluid escollit. Això es realitzarà fixant radi adimensional (γ) i el nombre de 
Galileu (Ga). 
 
Tot i així, el problema és molt complex. Quan augmentem ω i ΔT el moviment del fluid esdevé 
cada cop més complex, amb multitud de solucions diferents que interaccionen  entre sí de 
manera complicada. De fet, la convecció amb rotació és un dels exemples més coneguts de 
fenòmens de formació de patrons. Finalment, per ω i ΔT prou grans el moviment es fa 
turbulent. És per això que en aquest treball no estudiarem tot el procés, sinó que ens 
centrarem en les primeres fases d’aquesta complexitat. En concret: 
 
• Cercarem solucions estacionàries axisimètriques i determinarem totes les branques. 
• Analitzarem l’estabilitat d’aquestes solucions axisimètriques en front de pertorbacions 
axisimètriques. 
• Finalment, analitzarem també l’estabilitat de les solucions axisimètriques en front a 
pertorbacions 3D i descriurem els fluxos 3D que s’obtenen. 
• S’interpretaran els resultats. 
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4.- Plantejament teòric 
 
Aquest apartat consta de dues parts ben diferenciades. En la primera s’introduiran els 
sistemes dinàmics i es presentaran algunes bifurcacions típiques que aquests poden patir. De 
fet, ens centrarem amb les bifurcacions que pugui patir el nostre sistema dinàmic (el fluid) 
durant la resolució del problema. 
 
En la segona part, en canvi, es donaran unes pinzellades sobre la mecànica de fluids i es 
presentaran les equacions de govern del problema en concret que ens disposem a resoldre. 
 
 
4.1 Sistemes dinàmics 
 
De forma genèrica, els sistemes dinàmics són aquells sistemes físics que presenten una 
variació de les magnituds que els defineixen en el temps. Vénen caracteritzats per una terna 
d’elements { }tXT ϕ,, on T és el domini del temps, X l’espai de fases (conjunt d’estats pels 
quals pot passar el sistema) i φt l’operador d’evolució temporal. Si la llei d’evolució temporal 
φt no varia amb el temps (sistema autònom), aleshores donada una condició inicial tindrem 
determinat l’estat del sistema. En general els sistemes dinàmics es classifiquen en sistemes 
continus i sistemes discrets. Ens centrarem en els continus ja que els fluids són d’aquest 
tipus. Tanmateix, abans definirem un parell de conceptes comuns per qualsevol sistema 
dinàmic. 
 
Def. Òrbita d’un estat x0: Una òrbita d’un estat x0 és una seqüència ordenada d’estats per la 
qual passa un sistema dinàmic que inicia la seva evolució en el temps en l’estat x0. Una 
consideració molt important és el fet que quan el sistema és autònom (són els que tractarem, 
independentment que siguin discrets o continus) per cada punt de l’espai només hi passa una 
òrbita. Existeixen un parell d’òrbites especials: 
 
Def. Punt d’equilibri (punt fix): Es tracta d’una òrbita tal que l’evolució temporal no fa 
variar l’estat del sistema. És a dir, φt·x0 = x0. 
Def. Cicle límit: És una òrbita periòdica. Tots els punts que hi pertanyen retornen al 
mateix estat al cap d’un període T’. 
 
Def. Retrat de l’espai de fases: És una divisió de l’espai de fases en òrbites, és a dir, el retrat 
de l’espai de fases ens diu les zones d’atracció que tenen els punts d’equilibri i els cicles límit 
dins l’espai de fases. A més, també hi trobem regions més complicades on hi pot haver 
comportament caòtic i aparèixer atractors estranys. 
 
Els sistemes continus els representem com una EDO de primer ordre:  
 
);,( μtxF
dt
dx =      [1] 
 
on μ representa una col·lecció de paràmetres. Resoldre el problema genèric de donada 
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qualsevol condició inicial (x0, t0) trobar l’estat final del sistema és un problema força 
complicat, així que l’estudi dels sistemes dinàmics acostuma a ser un estudi d’estabilitat local 
dels punts d’equilibri i els cicles límit, i una posterior caracterització del retrat de l’espai de 
fases. En resum, determinem els punts d’equilibri i els cicles límit i mirem quins són els estats 
que tendeixen a cada un d’ells. 
 
Només descriurem breument l’estabilitat dels punts d’equilibri ja que els cícles límits que 
trobarem en el treball (solucions 3D) no els estudiarem en detall. 
Els punts d’equilibri, per la seva pròpia definició compleixen que 0=
dt
dx  i conseqüentment 
que 0);,( =μtxF . Són zeros d’un sistema d’equacions no lineals. Per determinar la seva 
estabilitat abans de tot cal determinar quins són aquests zeros i posteriorment es linealitza la 
funció F en un entorn del zero i es mira el signe de la part real dels autovalors de la matriu 
jacobiana Df avaluada en aquest punt. A grans trets tenim les següents possibilitats: 
• Si els autovalors tenen tots la part real negativa tenim un punt d’equilibri estable del 
tipus node.  
• Si els autovalors tenen tots la part real positiva tenim un punt d’equilibri inestable tipus 
node. 
• Si tenim tots els autovalors amb part real negativa, però amb part imaginària diferent 
de zero, es tracta d’un punt d’equilibri tipus focus estable. 
• Si tenim tots els autovalors amb part real positiva, però amb part imaginària diferent de 
zero, es tracta d’un punt d’equilibri tipus focus inestable. 
• I finalment, si tenim combinats autovalors amb part real positiva i negativa,direm que 
tenim un equilibri del tipus punt de sella. 
 
A continuació es mostren uns esquemes que pretenen ajudar a l’enteniment del text. En una 
d’elles es mostren els diferents tipus de bifurcacions possibles en 2ℜ  i en l’altra es mostren 
en 3ℜ . En 2ℜ , com la matriu jacobiana Df és 2x2, el polinomi característic serà quadràtic en 
λ, de fet serà de l’estil 
 
 λ2-τλ+ Δ=0      [2] 
 
 on Δ és el determinant de la jacobiana i τ és la traça de la jacobiana. Precisament els valor 
que prengui el discriminant de l’equació (τ2-4 Δ) es determinarà una estabilitat o una altra, i 
això és precisament el que es pot observar en la figura: 
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Figura 4.1: Diferents tipus d’estabilitat en funció del discriminant 
 
En 3ℜ apareixen nous tipus d’estabilitat, però de fet són les mateixes que en 2ℜ  però amb 
una direcció ortogonal que pot ser estable o inestable. Donat que considerem funcions reals, 
el polinomi característic tindrà coeficients reals i per tant no es podrà donar el cas d’obtenir 3 
autovalors complexes i a més a més quan tinguem un autovalor complex com a solució el 
seu conjugat també ho serà. És per això, 
que un cop ben entès els diferents tipus 
d’estabilitat que pot tenir un punt fix en 2ℜ , 
és bastant senzill imaginar-se l’estabilitat  
dels mateixos però en 3ℜ . 
 
L’estabilitat dels punts fixos en 3ℜ  es poden 
sintetitzar amb les que s’observa a la figura 
de la pàgina següent: 
 
Si els punts d’equilibri són estables, existirà 
un entorn en l’espai de fases en el qual tots 
els punts que hi pertanyen tendeixen a 
aquests punts d’equilibri. Mentre més gran 
sigui el nombre de òrbites que acabin caient 
a un punt fix, més probabilitat tindrem de 
trobar el sistema en aquell estat.  
 
Tanmateix, a vegades ens endurem 
sorpreses. Podem pensar que en tenir 
caracteritzat, encara que sigui a grosso 
modo, el retrat de l’espai de fases ja podem 
predir l’estat del fluid donada una condició 
inicial i resulta que no sempre. Abans ja s’ha 
Figura 4.2: Diferents tipus d’estabilitat per punts fixos a  3ℜ  
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certs paràmetres μ. Aquests paràmetres en moltes ocasions no els tenim determinats amb 
una certesa del 100% (aleshores serien constants i no paràmetres), estan sotmesos a errors 
de mesura i d’altres tipus, i els sistemes dinàmics són molts sensibles a ells.  Per certs 
intervals d’aquests paràmetres el sistema no mostra canvis de comportaments qualitatius (en 
pot mostrar de quantitatius, però aquests no són els més importants). En canvi, de sobte, una 
petita variació d’un d’aquests paràmetres pot fer canviar el retrat de l’estat de fases 
radicalment: un punt fix pot veure canviada la seva estabilitat, poden aparèixer nous punts 
fixos, un cicle límit pot tornar-se un punt d’equilibri, etc. Quan es produeix una canvi topològic 
en el retrat de l’espai de fases sota variacions en els paràmetres diem que el sistema ha patit 
una bifurcació. 
 
La teoria de bifurcacions és molt àmplia així que només tractarem les bifurcacions que es 
puguin donar en el problema que resoldrem. Abans, però, cal esmentar algunes generalitats 
sobre la teoria de bifurcacions: 
 
Def. Codimensió: És el nombre de condicions independents que determinen la bifurcació. 
Alternativament, és també el nombre de paràmetres que cal ajustar a un cert valor per obtenir 
la bifurcació. 
Def. Forma normal d’una bifurcació: Independentment de la funció );,( μtxF que descrigui el 
sistema dinàmic, quan es produeix una bifurcació d’un tipus determinat, es donen 
característiques comuns en tots els sistemes que la pateixen. Per tant, la bifurcació és 
independent de la funció );,( μtxF i pot prendre una forma normal independent del sistema de 
coordenades i de la funció que descriu l’evolució del sistema. Aquesta forma normal, però, 
només serà vàlida en un entorn de l’estat de bifurcació. 
 
Prop. Es pot demostrar que per fer que més d’un autovalor passi de tenir una part real 
positiva a una negativa o viceversa es necessita variar més d’un paràmetre a la vegada. 
 
Bifurcació sella-node 
Quan tenim un sistema dinàmic en un espai de fases multidimensional però on els 
paràmetres μ són un escalar, només tenim dues possibles bifurcacions. Podria passar que un 
autovalor passés de tenir part real positiva a negativa o viceversa, o que un parell 
d’autovalors de part complexa conjugada també variessin el signe de la seva part real. 
Aquest segon cas correspon a una bifurcació de Hopf, i no la descriurem. El primer cas es 
tracta d’una bifurcació sella-node. Aquesta bifurcació té com a forma normal  
 
2ηβη ±=&       [3] 
 
i es caracteritza perquè a partir d’un cert valor μ=0 passem de no tenir cap punt d’equilibri a 
tenir-ne dos2, un d’estable i un d’inestable. Les regions d’atracció dels dos punts d’equilibri es 
poden veure a la figura: 
                                                 
2 Sempre analitzarem les propietats d’estabilitat del punt x0 = 0 i veurem com es modifiquen quan el(s) paràmetre(s) de 
bifurcació passa(en) de ser positiu(s) a ser negatiu(s) o viceversa. Això és degut a que si el nostre sistema es comportés de 
la mateixa manera però en un punt x0 ≠ 0 i per un valor del paràmetre μ ≠ 0 també, sempre podríem realitzar un canvi de 
coordenades i acabar en aquesta situació final. 
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Figura 4.3: Bifurcació sella-node 
 
Bifurcació de forquilla 
És la bifurcació sella-node però per un sistema amb simetria del tipus 2Ζ  (x?-x). Quan tenim 
aquest tipus de simetria i només tenim un paràmetre, la forma normal de la bifurcació sella-
node no respecta les simetries del sistema i per tant s’ha de modificar. Aquesta modificació 
afecta al comportament del sistema dinàmic fent aparèixer una nova bifurcació. Aquesta 
bifurcació s’anomena de forquilla i té la següent forma normal:  
 
3ηαηη −=&        [4] 
 
Té una solució estable i a partir de μ=0 en sorgeixen dues de noves (també estables) i la 
solució estable anterior es torna inestable. L’esquema de la bifurcació es pot veure a la figura 
següent: 
 
 
Figura 4.4: Bifurcació de forquilla 
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Bifurcació de Cusp 
Es tracta d’una bifurcació de codimensió 2. En codimensió 2, es pot estendre fàcilment el 
concepte de punt de bifurcació a corba de bifurcació. Això ve donat pel fet que no tenim un 
sol paràmetre, sinó que 2ℜ∈μ . És a dir, enlloc de tenir bifurcacions sella-node, per exemple, 
tindrem corbes de bifurcació sella-node. Hom es podria preguntar què passaria si dues 
d’aquestes corbes de bifurcació col·lidissin en un punt. Quan es dóna això i precisament les 
dues corbes que col·lideixen són dues corbes de bifurcació sella-node, diem que tenim una 
bifurcació de Cusp. Aquesta bifurcació té una forma normal que és  
 
3
21 ηηββη ±+=&      [5] 
 
 i separa l’espai en dues regions. La regió 1 on coexisteixen 3 estats d’equilibri, dos estables i 
un inestable, i la regió 2, on només existeix un punt d’equilibri inestable. Veiem-la 
representada: 
 
 
 
Figura 4.5: Bifurcació de Cusp 
 
No s’han tractat les diferents bifurcacions d’una manera rigorosa, donat  que aquest no és un 
treball teòric, sinó que és d’aplicació; és a dir, amb tot això només s’ha pretès fer una petita 
introducció als sistemes dinàmics, tanmateix n’hi hauria d’haver suficient per entendre el 
problema que es tractarà a posteriori. 
 
Bifurcació de Hopf 
Tot i tractar-se d’una bifurcació de codimensió 1, la bifurcació de Hopf en coordenades 
cartesianes no es pot concebre sense que la variable del sistema dinàmic x pertanyi a 2ℜ . 
Com s’ha comentat abans detalladament, quan l’espai de fases del sistema dinàmic és 2ℜ , la 
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matriu jacobiana té 2 autovalors. Si un d’aquests dos autovalors és complex, el seu conjugat 
també és autovalor i com només n’hi ha dos, tots els autovalors són complexes. Tanmateix, 
podem tenir 3 diferents situacions donada una bifurcació de Hopf corresponent a què la part 
real dels dos autovalors sigui zero, positiva o negativa. En resum, sempre que ens trobem 
amb un sistema dinàmic que té com a punt d’equilibri x=0 i que per valors propers a α=0 té 
uns autovalors λ1,2=μ(α)± iω direm que el sistema dinàmic ha patit una bifurcació de Hopf. 
Aquesta bifurcació té una forma normal que es pot expressar de les 3 formes següents: 
 
• ( ) ⎟⎟⎠⎞⎜⎜⎝⎛+±⎟⎟⎠⎞⎜⎜⎝⎛⎟⎟⎠⎞⎜⎜⎝⎛ −=⎟⎟⎠⎞⎜⎜⎝⎛ 2122212121 1 1 xxxxxxxx ββ&
&
       [6] 
• ( ) 2zzziz ±+= α& amb z=a+ib        [7] 
• ( )
⎩⎨
⎧
=
±=
1
2
ϕ
ραρρ
&
&
          [8] 
 
Generalment, per simplicitat, la representarem com ( )2ραρρ ±=&  i la seva representació és la 
següent: 
 
 
 
 
Figura 4.6: Bifurcació de Hopf 
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4.2 Mecànica de Fluids 
 
Generalitats 
 
Sabem de l’observació a diari de líquids i gasos en moviment, que aquests es comporten 
d’una manera molt variada. Tanmateix, s’ha contrastat que les lleis per les quals es regeix el 
moviment d’un fluid són les típiques lleis de la mecànica, és a dir, essencialment la llei de 
conservació de la massa, les lleis de moviment de Newton i tot conjuntament en el marc de 
les lleis de la termodinàmica. La complexitat sorgeix com a conseqüència d’aquestes lleis. De 
fet, la manera en què es deriva el comportament del fluid d’aquestes lleis no és gens evident. 
Per això, es necessita connectar una gran estructura conceptual o teòrica d’una banda, amb 
unes bones observacions experimentals al laboratori, per l’altra. 
En general podríem pensar que el paper dels experiments hauria ser el de corroborar les 
prediccions de les solucions obtingudes de manera teòrica, però en ocasions la teoria formal 
es fa tant complicada que ha de ser suplantada per observació experimentals. Donat que la 
definició de fluid és molt àmplia i que aquest treball és força aplicat, només considerarem 
fluids que compleixin les següents hipòtesis: 
 
• Emmarcarem la teoria dins d’un àmbit clàssic i Newtonià, és a dir, no considerarem 
efectes relativistes ni quàntics. 
• Es tractarà el fluid com un medi continu. 
• Només considerarem fluids incompressibles. Això és equivalent a dir que 
considerarem que la densitat és només funció de la temperatura. 
• Considerarem fluids newtonians, és a dir, fluids que compleixin la següent llei:  
 
y
u
∂
∂= μτ       [9] 
 
o dit d'una altra manera, fluids en què la viscositat no depengui del camp de velocitats, 
tot i que si pugui tenir una dependència amb la temperatura o amb la pressió. 
• No es tindran en compte els efectes de superfície degut a què el fluid està confinat 
dins un recipient tancat. 
• No es consideraran tampoc problemes en els quals els efectes electromagnètics 
prenguin importància. 
 
Començarem presentant les equacions de moviment d’un fluid sota les 6 hipòtesis anteriors i 
posteriorment presentarem de manera general els efectes de la rotació i de la convecció en 
un fluid.  
 
Equacions fonamentals 
 
Abans de tot, cal decidir quines coordenades utilitzarem per descriure el comportament del 
fluid. Hi ha dues visions típiques del fluid, la visió euleriana i la visió lagrangiana. La visió 
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lagrangiana utilitza unes coordenades que es mouen amb les partícules del continu, mentre 
que l'euleriana utilitza unes coordenades fixes en l’espai. Per la resta de l’escrit, ens 
oblidarem de la visió lagrangiana i considerarem un sistema de coordenades fixes en l’espai. 
Per tant, escriurem el camp de velocitats del fluid com u=u(r,t) i el que voldrem determinar 
serà precisament aquest camp de velocitats donades unes condicions inicials i unes 
condicions de contorn. 
 
La primera equació que presentem és l’equació de continuïtat. Aquesta equació surt de 
realitzar un balanç en un volum de control sobre el flux de massa que surt a través de la 
superfície d'aquest volum de control i la variació de la massa del fluid. L’equació que s’obté 
de fer aquest balanç és  
 
0)·( =∇+∂
∂ u
t
ρρ      [10] 
 
Aquesta equació, la veurem presentada de manera diferent en el plantejament del problema 
en què pren la següent forma: 0· =∇ u . Això és degut a que estarem suposant que la densitat 
és constant. 
 
La segona equació, i la més important de totes, és l’equació de balanç del moment o equació 
de Navier-Stokes, que no és res més que la segona llei de Newton per un fluid. Els dos 
termes igualats representen la variació de moment intern del fluid per una banda, i les forces 
exteriors aplicades per l’altra. Abans d’escriure-la, cal diferenciar dos tipus de derivades 
temporals, la total i la parcial. De fet, aquesta diferenciació és la típica que es dóna en 
matemàtiques, la derivada total té en compte les variacions explícites i implícites de les 
coordenades, mentre que la parcial només té en compte la variació explícita. Però en el 
nostre cas, en què la variable d’estudi és el camp de velocitats u(r,t), una variació total de la 
mateixa fa que surti un terme quadràtic en la velocitat, on un dels termes ve donat pel fet de 
diferenciar la velocitat i l’altre pel fet de variar implícitament les coordenades. Aquest terme es 
coneix com derivada convectiva. En notació d’operadors diferencials, tenim el següent: 
 
∇+∂
∂= ·u
tdt
d       [11] 
 
Tornant a l’equació de Navier-Stokes, la variació de moment intern per unitat de volum ve 
descrit pel terme 
dt
duρ , que per la propietat explicada en el paràgraf anterior es pot expressar 
com: 
 
uu
t
u
dt
du ∇+∂
∂= ·ρ      [12] 
 
En quant a la variació de moment extern, o suma de les forces exteriors aplicades, tenim que 
en general ve representada pels terme 
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 ∑ +∇+−∇= FupF 2μr     [13] 
 
 on F representa la contribució de les forces de massa per unitat de volum (com per exemple 
la gravetat).  
 
Per acabar amb aquesta part d’equacions, esmentarem l’equació de difusió del calor, que 
l’escrivim com  
 
TTu
t
T
dt
dT 2· ∇=∇+∂
∂= κ     [14] 
 
Efectes de la convecció 
 
El nom convecció el donem a la categoria general de fluids amb variacions de temperatura 
aplicades externament. Aquestes variacions es consideren introduïdes per processos 
independents de la dinàmica del fluid, és a dir, no considerarem el fluid com a sistema 
termodinàmic i consegüentment no deixarem que pugui canviar de temperatura pel fet que 
hagi experimentat una expansió adiabàtica, per exemple. De fet, en general aquestes 
variacions de temperatures les introduïm al contorn del fluid.  
 
Com que les variacions de temperatura fan que altres propietats variïn (la viscositat i la 
densitat, per exemple), un anàlisi molt acurat del problema pot fer tornar-lo excessivament 
complicat. És per això, que s’acostumen a expressar les equacions en l’anomenada 
aproximació de Boussinesq. Aquesta aproximació suposa que totes les variacions del fluid 
amb la temperatura són menyspreables exceptuant les variacions de densitat. Aquesta 
relació )(Tρ a més a més s’acostuma a suposar de l’ordre més baix, és a dir, lineal. Pel que 
fa al tracte de les equacions suposant aquesta relació, s’analitzarà amb més detall a l’apartat 
5.3. 
 
Es poden distingir dos tipus de convecció. La convecció forçada i la convecció lliure. La 
forçada és aquella en la qual la força de sustentació és molt inferior als altres termes de 
l’equació de Navier-Stokes; en canvi, la convecció lliure es dóna quan aquesta força és 
l’única causa del moviment. Detallem una mica més aquests dos tipus de convecció: 
 
• Convecció forçada: es dóna quan la força de sustentació és negligible en comparació 
amb els altres termes de l’equació de Navier-Stokes. No sorgeixen nous comportaments 
en el fluid i es poden resoldre de manera separada les equacions de Navier-Stokes i les 
del calor. Un paràmetre molt utilitzat en aquests tipus de problemes per mirar la quantitat 
de calor transferida és el nombre de Nusselt, que s’acostuma a expressar com  
 
Θ= k
HLNu        [15] 
 
amb H el calor transmès per unitat d’àrea, L l’escala de longitud, Θ l’escala de      
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temperatures i k la conductivitat tèrmica. 
 
• Convecció lliure: es dóna quan la força de sustentació és la causa primordial del 
moviment del fluid. Aquesta força fa que el fluid calent tingui tendència a pujar i el fred a 
baixar, tot donant lloc a una circulació de fluid. Per aquest tipus de convecció, a diferència 
del cas anterior, no es pot resoldre l’equació del moviment de manera desacoblada amb 
l’equació de la temperatura, sinó que s’han de resoldre conjuntament, fet que dificulta la 
resolució. A més, per poder considerar una convecció lliure estacionària, la força de 
sustentació s’ha de contrarestar i això només pot passar si és de l’ordre de les forces 
viscoses o les d’inèrcia. Els paràmetres adimensionals que descriuen convenientment 
aquest tipus de flux són el nombre de Grashof, el nombre de Prandt i el nombre de 
Rayleigh. El nombre de Prandt simplement és un quocient entre la viscositat cinemàtica i 
la conductivitat tèrmica 
k
ν=Pr ; el nombre de Grashof és el quocient entre les forces 
d’inèrcia i les viscoses; i el nombre de Rayleigh, que és el nombre adimensional més 
adient per tractar un problema de convecció lliure és  
 
k
LgGrRa ν
α 3Pr· Θ==     [16] 
 
i ens dóna una idea de la diferència de temperatura existent entre els contorns del fluid. 
 
 
Efectes de la rotació 
 
Com de costum en física clàssica, les lleis les anunciem en sistemes inercials i per això en 
l’equació de Navier-Stokes no apareix enlloc la rotació. Tanmateix, si considerem un fluid en 
rotació i ens col·loquem en el sistema de referència del fluid, apareixen unes forces inercials. 
Són les conegudes força centrífuga i força de Coriolis. Si reescrivim l’equació de Navier-
Stokes considerant aquestes dues forces obtenim la següent equació 
 
rwzwuzgup
dt
du ˆˆ2ˆ)·( 2ρρρμρ +×+−∇∇+−∇=    [17] 
 
Un detall molt important d’aquestes forces és la direcció en què actuen. La força deguda a la 
diferència de temperatures actua en la direcció de la gravetat, fet que propicia que en 
algunes ocasions tot i existir diferència de temperatures no hi hagi moviment degut a que 
aquesta força no és suficientment gran com per contrarestar la gravetat. Tanmateix, la força 
centrífuga no es pot contrarestar mai ja que actua en un a direcció en la qual no actua cap 
altra força, la direcció radial. Per tant, sempre que posem un fluid en rotació existirà un camp 
de velocitats no nul solució de les equacions del moviment. 
Pel que respecta a la força de Coriolis, donat que depèn de la velocitat, només actua quan 
aquesta és diferent de zero i a més, no té cap direcció prefixada a diferència de la força 
centrífuga. 
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4.3 Descripció del problema i equacions de govern 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.7: Vista en alçat de la cèdula convectiva Figura 4.8: Vectors unitaris en coordenades cilíndriques 
 
Considerem un fluid en un cilindre de radi r0, alçada d i rotant a una velocitat angular constant 
w rad·s-1. La tapa inferior la mantenim a una temperatura constant de T*=T0-0.5∆T i la tapa 
superior la mantenim a una temperatura constant de T*=T0+0.5∆T. Si ens situem en el 
sistema de referència no inercial en rotació, l’equació de Navier-Stokes la podem reescriure 
com: 
 
rwzwuzgupuu
t
ˆˆ2ˆ)·(*)·( 2ρρρμρ +×+−∇+∇−∇=∇+∂
∂    [18] 
 
on u és el camp de velocitats en el sistema en rotació, p* és la pressió, μ és la viscositat, g és 
l’acceleració de la gravetat i zˆ i rˆ són els vectors unitaris en les direccions z i r en 
coordenades cilíndriques. Suposarem vàlida l’aproximació de Boussinesq i prendrem com 
)(Tρ  una relació lineal del tipus  
 [ ] )1()*(1 000 TTT αραρρ −=−−=     [19] 
 
amb α el coeficient de compressibilitat, T0 la temperatura al repòs, T=T*-T0  la diferència de 
temperatura (a la que ens referirem com temperatura a partir d’ara) i ρ0 la densitat a la 
temperatura T0. Gràcies a l’aproximació de Boussinesq tot els termes a l’equació de Navier-
Stokes es poden separar en dos termes, un amb un factor ρ0 i un altra amb un factor - ρ0αT. 
Si el terme amb ρ0 no és un gradient, el terme - ρ0αT es pot negligir. Pel contrari, si és un 
gradient, pot ser absorbit pel gradient de la pressió i el terme - ρ0αT es reté. Els únics termes 
que són gradients són: 
 
or
T+   T/2Δ
d
ΔT−  T/2
ω
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)2/(ˆˆ 2200
2
00 rwgzrwzg ρρρρ +−∇=+−     [20]  
 
Per tant, el problema queda finalment formulat com: 
 
rTwzwuzTgupuu
t
ˆˆ2ˆ)·( 22 ααν −×++∇+−∇=∇+∂
∂   [21] 
TTu
t
2)·( ∇=∇+∂
∂ κ        0· =∇ u     [22] 
 
on p = p*/ ρ0 + gz –w2r2/2 és la pressió cinemàtica, ν és la viscositat cinemàtica i κ és la 
conductivitat tèrmica.  
 
Adimensionalitzar les equacions és un procés molt comú i útil sobretot pel que respecta als 
mètodes numèrics. Aquest problema s’ha adimensionalitzat utilitzant l’alçada del cilindre d 
com a escala de longitud, d2/κ com a escala del temps i ΔT com a escala de temperatures. 
Això dóna lloc a 5 paràmetres adimensionals. El nombre de Rayleigh κνα /3 TgdRa Δ= , el 
nombre de Reynolds νϖ /Re 20r= , el nombre de Galileu 230 /νgrGa = , el nombre de Prandt 
κνσ /Pr == i el radi adimensional dr /0=γ . El domini del problema serà [ ] [ ) [ ]2/1,2/12,0,0),,( −××∈ πγθ zr . Les equacions adimensionalitzades resultants són: 
 
rT
Ga
RazuzRaTupuu
t
ˆReˆRe2ˆ)·(
2
2
γ
σσσσ −×++∇+−∇=∇+∂
∂   [23] 
TTu
t
2)·( ∇=∇+∂
∂        0· =∇ u     [24] 
 
Pel que fa a les condicions de contorn pel camp de velocitats u=(u,v,w) i per la funció T tenim 
que 
 
r=γ:  Tr = u  = v = w = 0, 
z=±1/2 T = m 0.5, u = v = w = 0.5 
 
Com s’ha comentat abans, tenim 5 paràmetres adimensionals. Una resolució detallada del 
problema (trobar el camp de velocitats u i la temperatura T per tots els punts del domini) amb 
la dependència d’aquests 5 paràmetres resultaria prohibitiva. És per això que hem fixat 3 
d’aquests paràmetres i ens hem centrat en la influència relativa de dos d’aquests . Hem fixat 
el radi adimensional en un valor γ=1 per evitar grans modes de nombre d’ona i el nombre de 
Prandtl Pr=7 que essencialment correspon a l’aigua quan està a temperatura ambient. 
Posteriorment s’ha fixat el nombre de Galileu en Ga=40000. Aquest nombre té una 
importància considerable ja que descriu les condicions físiques en les quals es realitza 
l’experiment ( 230 /νgrGa = ). És a dir, el nombre de Galileu, un cop escollida la situació 
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geogràfica del laboratori, la cèdula convectiva i el fluid, és una constant. De fet, el problema 
es pot veure d’una manera inversa. Es poden realitzar simulacions fixant un nombre de 
Galileu sense saber quin fluid tenim dins la cèdula (sempre i quan compleixi les 6 hipòtesis 
comentades amb anterioritat) ni les dimensions d’aquesta, i posteriorment realitzar un 
experiment les condicions del qual siguin les del nombre de Galileu que s’ha simulat. 
 
Els paràmetres variats seran 2 el nombre de Reynolds3 i el nombre de Rayleigh. De fet, ens 
disposem a analitzar la importància relativa entre la força de sustentació gravitatòria 
(caracteritzada per Ra) i les forces de sustentació de Coriolis i centrífuga (caracteritzades per 
Re).  
 
Veient el problema com un sistema dinàmic continu, tenim una equació de l’estil 
);,( μtxF
dt
dx = amb 2ℜ∈μ . La resolució del problema consistirà, doncs, en trobar l’estat final 
del fluid per diferents valors dels paràmetres del problema (Ra i Re). 
 
Finalment, s’ha volgut insistir en la principal diferència d’aquest treball amb els estudis previs. 
Anteriorment els estudis fixaven el nombre de Reynolds o el nombre de Froude i variaven 
l’altre. El que és raonable sobretot a l’hora de comparar-ho amb experiments és variar els dos 
ja que el que és senzill en un experiment és variar la velocitat de rotació, que apareix als dos. 
En canvi, mantindrem fix el nombre de Galileu, que sols depèn de la geometria i del tipus de 
fluid i no de ω ni de ΔT, que són les dues condicions externes que són fàcils de controlar.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                 
3 Un nombre adimensional que no s’ha definit fins ara però que és molt utilitzat tant en mecànica de fluids com en hidràulica 
és el nombre de Froude. Aquest nombre es defineix com grF /0
2ϖ= i es pot veure que no és independent dels altres 
paràmetres adimensionals introduïts, sinó que guarda la següent relació amb els nombres de Galileu i de Reynolds  
F = Re2/Ga. 
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5.- Tractament numèric del problema 
 
Com es detallarà al punt següent referent al càlcul i als resultats obtinguts, la resolució del 
problema ha constat de dos codis. El primer d’ells resol el problema d’evolució temporal, és a 
dir, donada una condició inicial en temperatura, en camp de velocitats i en pressions, 
determina la temperatura del fluid, la pressió i el camp de velocitats per qualsevol pas de 
temps. El segon, en canvi, troba diferents solucions estacionàries de les equacions a la 
vegada que variem els paràmetres dels qual depèn del problema, que com s’ha explicat 
abans són el nombre de Rayleigh i el nombre de Reynolds.  
 
 
5.1 Evolució temporal   
 
Com és habitual en la resolució numèrica de les EDP’s, s’utilitza per la part temporal de 
l’equació un mètode de discretització per un cop trobada la solució V en el pas de temps n, 
que denotarem com Vn, trobar la solució en el pas n+1. Pel que fa a la part espacial de 
l’equació, els mètodes més utilitzats són les diferències finites, el mètode dels elements finits, 
i els mètodes pseudoespectrals. Totes tres opcions són utilitzades en una gran quantitat de 
problemes de resolució d’EDP’s mitjançant computadors i la utilització d’un mètode o d’un 
altre depèn del problema en concret a resoldre. En el nostre cas, s’ha optat per un mètode 
pseudoespectral utilitzant una expansió de Galerkin-Fourier per la variable angular θ, i una 
expansió de Chebyshev per les variables z i r. Quan el problema ja s’ha discretitzat en espai 
passa de ser una equació en derivades parcials a ser un sistema d’equacions diferencials 
ordinàries. 
 
El mètode utilitzat per la discretització temporal és un mètode de segon ordre proposat per 
Hughes & Randriamampianina (1998). Per mostrar-lo, abans de tot reescrivim l’equació de 
Navier-Stokes com  
 
rTwzwuzTgupuN
t
uuu
t
u ˆˆ2ˆ)(· 22 ααν −×++∇+−∇=+∂
∂=∇+∂
∂   [25] 
 
Es proposa discretitzar-la de la següent forma4:  
 
rTwzwUzTgUpUNUN
t
UUU nnnnnnnnnn ˆˆ2ˆ)()(2
2
43 1211121111 +++++−−+ −×++∇+−∇=−+Δ
+− ααν [26] 
 
S’observa que el mètode és clarament de segon ordre donat que necessita dos passos de 
temps anteriors per poder obtenir la solució en el pas de temps següent. S’observa que si 
resolguéssim de manera separada l’equació del calor, és a dir, tinguéssim una convecció 
forçada, en cada pas de temps hauríem de resoldre l’equació de Helmholtz o de Poisson. 
Una última consideració és que en el pas de temps inicial es prendrà U-1=U0. 
                                                 
4 Diferenciarem el camp de velocitats u que sigui solució exacta del problema amb el camp de velocitats que trobem 
numèricament, U. 
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Donat que quan tinguem la solució a un pas de temps n (Un,Tn,pn) podrem trobar les 
incògnites als passos de temps següents resolent els sistemes que plantegen les 3 
equacions discretitzades, ara cal que veiem com tractem les variables espacials. La solució 
numèrica U en el pas de temps n depèn de r, θ i z, és a dir Un=Un(r,θ,z). Volem passar de 
resoldre un problema en un espai de funcions per resoldre’l en el discret. Per això suposem 
que la solució es pot escriure en variables separades: 
 
)()()(),,( zZrRAzrf pmnnmp θθ Θ= 5    [27] 
 
Pel que fa a la dependència en r i en z, s’agafa com a base de solucions els polinomis de 
Chebyshev d’ordre N i M respectivament i s’avaluen sobre (N+1) i (M+1) punts del domini. 
Aquests punts vénen donats per la següent fórmula: 
 
)cos(
N
iri
π=    )cos(
M
jzi
π=  amb [ ]Ni ,0∈ , [ ]Mj ,0∈   [28] 
 
Aquesta discretització dóna un gran nombre de punts a la vora del contorn amb una distància 
entre l’últim punt col·locat i el contorn de l’ordre O(N-2).  
 
Pel que fa a la variable angular, la discretitzarem mitjançant una expansió de Galerkin-
Fourier. Suposarem com a base de solucions { }θiPe i l’avaluarem en els punts 
kk
πθ 2= amb 
[ ]Pk ,0∈ . Aquesta part de la separació de variables és molt important perquè de fet és el que 
li donarà la tridimensionalitat a les nostres solucions. El que farà diferir les solucions 
axisimètriques de les solucions 3D serà precisament els modes de Fourier considerats. Per 
les axisimètriques només considerarem el mode 0 i en canvi per les tridimensionals els 
considerarem tots. 
 
Per tant, totes les funcions de les variables (r,θ,z) seran de l’estil  
 
2/)()(),,( θθ iPMNNMP ezTrTfzrf =      [29] 
 
i les equacions a les quals donen lloc (equacions de Helmholtz i Poisson) es resoldran a un 
malla de dimensions NxMxP. Aquesta malla, però, pot donar certs problemes a l’origen. Per 
evitar-ho, s’han utilitzat propietats de paritat de la component de Fourier en θ de T i de U.  
D’aquesta manera, les equacions es poden solucionar en la malla ( ] ( ] ( ]PMN ,0,0,0 ×× , i a 
més a més, donada la paritat de les solucions, es compleixen les condicions obtingudes a 
(Mercader, Net & Falqués 1991) per resoldre les equacions de Helmholtz i Poisson a l’origen. 
La manera de solucionar-les és descomponent u en ivuu −=− i ivuu +=+  i posteriorment 
aplicant una tècnica de diagonalització. 
 
                                                 
5 S’utilitza el conveni d’Einstein per índex repetits 
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S’han utilitzat 36 modes espectrals en les 3 variables i un pas de temps 052 −=Δ et . 
 
 
5.2 Solucions estacionàries 
 
Les cerca de solucions estacionàries és un problema de resolució de sistemes d’equacions 
no lineals. Aquest tipus de problema se solen resoldre amb el mètode de Newton-Rhapson, 
amb mètodes quasi-Newton o amb variants d’ordre 1 del mètode de Newton-Rhapson. En el 
cas que ens ocupa, s’ha utilitzat el mètode de Newton-Rhapson amb un plantejament iteratiu 
de control de la solució, ja que com s’ha explicat abans, ens interessarà veure com 
evolucionen els diferents estats d’equilibri en funció de les variacions dels paràmetres del 
problema Re i Ra. 
 
L’esquema numèric de Newton-Rhapson és ben conegut. Sigui f(x) la funció de la qual volem 
conèixer els zeros, suposem que x0 és una bona aproximació inicial. Podem desenvolupar la 
funció f en sèrie de Taylor al voltant de x0 obtenint el següent:  
 
)()(0)()()()( 002000 xfxxDfxOxxDfxfxxf −=→=++=+ δδδδ  
 
Es a dir, per obtenir el pas que ens fa tendir la solució a 0, s’ha de solucionar un sistema 
lineal que té com a matriu la jacobiana de la funció no lineal f.  La resolució d’aquest sistema 
lineal òbviament no es fa invertint la matriu jacobiana, sinó que s’utilitza alguna tècnica de 
resolució de sistemes lineals. Per triar quin mètode lineal utilitzar s’ha de tenir present que les 
propietats de condicionament de la matriu Df no són especialment bones (no és ni simètrica, 
ni definida positiva ni en banda) i que la dimensió del sistema és molt gran6. És per això que 
s’ha utilitzat un mètode de Krylov, en especial el mètode GMRES. Utilitzem un mètode de 
Krylov per resoldre el sistema lineal en un subespai de Krylov de dimensió molt inferior a la 
del sistema i utilitzem el GMRES ja que la matriu és no simètrica. 
 
El k-èssim subespai de Krylov ve donat pels següents vectors >< − rArAArr k 12 ,....,,,  on 
Axbr −= és el residu i A és la matriu del sistema. Aquest subespai on resolem el problema 
pot ser de dos o tres ordres de magnitud inferior a la dimensió del sistema i per tant el guany 
és molt important. Per construir-lo necessitem l’acció de la matriu del sistema (en el nostre 
cas Df) sobre el residu. Aquesta acció es calcula amb un precondicionador que resol les 
equacions d’evolució temporal en un pas de temps suficientment gran i amb una diferenciació 
numèrica del temps d’ordre 1. La solució d’aquestes equacions per un pas de temps gran 
s’utilitza com a acció de la jacobiana sobre el residu, i un cop coneguda l’acció de la 
jacobiana sobre el residu (Ar) es poden anar coneixent les potències superiors (A2r, A3r, etc). 
D’aquesta manera la matriu jacobiana ni es construeix ni s’emmagatzema. 
Pel que fa a l’algoritme del mètode GMRES (Generalized Minimal RESidual) es basa en 
minimitzar la norma entre la solució exacta del problema i la seva projecció ortogonal al 
subespai de Krylov. 
 
                                                 
6 En el cas de resoldre el problema d’evolució temporal 3D, per exemple, la matriu tindria de l’ordre de 36x36x36x4 = O(105). 
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Per tant, per trobar les solucions estacionàries s’aplicarà el mètode de Newton-Rhapson i en 
cadascuna de les iteracions del mètode, es resoldrà un sistema lineal mitjançant el mètode 
GMRES. Tanmateix, no ens interessarà tant trobar l’estat del fluid per un valor determinat 
dels paràmetres com realitzar un seguiment dels diferents estats pels quals va passant el 
fluid quan anem variant progressivament els paràmetres dels quals depèn. D’aquesta manera 
podrem trobar les bifurcacions que pateix el fluid i els diferents estats que coexisteixen 
donada una combinació de valors dels paràmetres. Aquest procés es realitzarà mitjançant un 
seguiment incremental de la solució amb la tècnica arclength. Amb aquesta tècnica, definim 
un paràmetre de longitud d’arc lΔ  que, en funció del punt on ens trobem de la corba de 
continuació, fa variar més o menys el paràmetres del problema (Re i Ra). Ho realitza 
mitjançant una fórmula de l’estil  
 
lfextfextcxx TnnTn Δ=Δ+ΔΔ +++ )()()( 2111 λ     [30] 
 
en un problema incremental de l’estil  
 
fextxK nnn 111101 λΔ=Δ +++      [31] 
 
D’aquesta manera s’aconsegueix que en cas de tenir una corba com la de la figura, aquesta  
es pugui continuar. Ho aconsegueix mitjançant la fórmula [30] ja que en el punt conflictiu 
( ∞→λd
dx ) en què per avançar sobre la corba necessitem un Δλ=0 aquesta fórmula ens ho 
admet i ens diu la direcció d’avançament.  
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6.- Càlculs i resultats 
 
Aquest és l’apartat central de la tesina. Fins ara s’ha caracteritzat tant el problema a resoldre 
com les eines numèriques per abordar-lo, però sempre des d’un punt de vista teòric. Passem 
doncs a veure l'aplicació de tot el que s'ha explicat fins ara. 
 
Si volguéssim fer un estudi complert del problema, és a dir, donada una excitació externa 
qualsevol conèixer la resposta del fluid (camp de velocitats i temperatura) és evident que 
esperaríem un comportament tridimensional del fluid. Tot i que el problema té simetries cal 
recordar que és un sistema molt no lineal i que la complexitat podria fer aparèixer 
comportament tridimensionals que no respectessin les simetries o l’estacionarietat de les 
accions externes. Tanmateix, el problema en la seva màxima generalitat és molt complicat i 
no seria una bona estratègia ni des del punt de vista de la didàctica ni des del de l’eficiència 
intentar resoldre’l en tota la seva generalitat des d’un bon principi. Per tant, s’ha seguit el 
següent procés. 
 
Com ja s’ha esmentat en l’apartat corresponent al tractament numèric, el que li dóna la 
tridimensionalitat a les solucions són el nombre de modes de Fourier que considerem per 
discretitzar la variable angular. Com que  el problema té simetria en l’eix z esperem que 
existeixin solucions físicament acceptables que es puguin descriure simplement amb el mode 
0 de Fourier, que és el que suposa que la solució és axisimètrica (simètrica respecte l’eix z). 
És per això, que el primer que s’ha fet és resoldre les equacions de Navier-Stokes en funció 
del temps considerant un únic mode de Fourier (mode 0) així com l’equació de la temperatura 
i la de conservació de la massa. 
Per resoldre-les s’ha utilitzat un codi proporcionat pel Grup de dinàmica de fluids del 
Departament de Física Aplicada de la UPC i que precisa d’uns fitxers d’entrada de dades com 
el següent: 
 
'Ra30Re80'  ! prefix for filenames    
''   ! name of restart file 
30000   ! RAYLEIGH  alpha*g*DT*L^3/(nu*kappa) 
80   ! REYNOLDS  Omega*R^2/nu 
4d4   ! GALILEI   g*R^4/(nu) [FROUDE=Omega^2*R/g=REYNOLDS^2/GALILEI] 
1.d0   ! GAMMA     Radius/Height (aspect ratio) 
7.d0   ! PRANDTL   nu/kappa 
0.d0   ! AMP       Omega modulation amplitude 
0.d0   ! FREQ      Omega modulation frequency 
2.d-5   ! deltat    time step 
100000   ! npas      number of time steps 
10000   ! insec     write a soln every insec time-steps 
10   ! inpas     write to phase.xxx every inpas time-steps 
1   ! init_file number of first output file 
0   ! iaxisym=m m=0 axisym; m>0 m-Fourier subspace; m<0 |m|-rotoreflection 
0   ! ibegin  0 start from rest with random perturbation, set t=0. 
                 1 continue restart solution, set t=0. 
                      2 continue restart solution, keep t. 
                      3 continue restart sol. with random pert., set t=0. 
0          ! imode   azimuthal mode to be perturbed 
1.d-6      ! pert      amplitude of the T perturbation 
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La columna esquerra del fitxer només representa els valors o noms donats per un exemple 
específic i per tant no cal parar-hi atenció, però la columna de la dreta conté una informació 
molt rellevant. Són els paràmetres que podem variar, és a dir, els inputs del codi i 
consegüentment el que farà que uns resultats difereixin d’uns altres. És per això, que s’ha 
cregut convenient comentar-los a l’annex. 
 
Continuem, però, amb el mètode de treball seguit. S’han creat diferents arxius d’entrada de 
dades amb diferents valors dels dos paràmetres bàsics del problema, el nombre de Rayleigh i 
el de Reynolds. Tots ells els hem fet començar des del repòs i només considerant el mode 0 
de Fourier per obtenir solucions axisimètriques. Tanmateix només amb un d’ells ja en tenim 
prou. El perquè és el següent: 
 
Sabem per la teoria de sistemes dinàmics que els diferents estats d’equilibri possibles que 
pot assolir un sistema dinàmic formen una varietat en l’espai de fases augmentat (augmentat 
perquè considerem també com a variables certs paràmetres que en el nostre cas són els 
nombres de Reynolds i Rayleigh). La finalitat d’aquesta tesina no és determinar 
completament aquesta varietat, sinó que volem conèixer les seves projeccions sobre els 
plans (T0, Ra) i (T0, Re) per un rang determinat de Re i Ra7. Aquest rang de paràmetres serà 
un rang que sigui assolible al laboratori per posteriorment corroborar les simulacions; s’ha 
escollit que sigui  Ra ∈ [10000, 40000] i  Re ∈ [0, 150] (que correspon a un Froude de 0-
0.58).  
Resumint, el que volem explorar és el nombre possible d’estats d’equilibri en el subespai 
axisimètric que pot assolir el fluid donada una combinació de Rayleigh i Reynolds. Aquestes 
solucions evidentment no es donen a la vegada, sinó que segons la condició inicial que tingui 
el fluid, aquest pot tendir a un d’aquests equilibris o a un altre. Per determinar tot aquest 
nombre d’estats possibles, no introduirem un fitxer de dades per cada possible combinació 
dels paràmetres tot variant les condicions inicials, sinó que com busquem solucions d’equilibri 
estacionàries, és a dir, solucions que compleixin )(0 xf
dt
dx == , ens podrem oblidar de la part 
temporal de l’equació i ens fixarem directament amb f(x) = 0. El problema passarà a ser la 
resolució d'un sistema d’equacions no lineals; a més, com estarem interessats en explorar les 
diferents solucions que es donen quan anem variant els paràmetres dels quals depèn la 
funció f(x), realitzarem un control de la solució mitjançant la tècnica arclength. És per això 
que només tenint una solució dins el domini (Ra, Re) ja en tindrem suficient per realitzar 
continuacions de la solució tant en Rayleigh com en Reynolds8. 
 
 
                                                 
7 La variable T0 no havia sortit fins ara. Es tracta de la temperatura al centre del cilindre, és a dir, T0=T(r=0, θ=0, z=0) ja que [ ]2/1,2/1−∈z . S’ha escollit T0 per representar l’estat del sistema perquè és una variable molt sensible que diferencia 
clarament les diferents solucions 
8 El terme realitzar continuacions en Rayleigh o en Reynolds l’utilitzem per referir-nos al fet de trobar diferents solucions de 
l’equació f(x)=0 quan anem variant d’una manera contínua el nombre de Rayleigh o de Reynolds segons la longitud d’arc de 
la corba. D’aquesta manera explorem la varietat de solucions de l’espai de fases.  
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Una vegada justificada l’afirmació 
anterior que només amb un arxiu 
d’evolució temporal en teníem prou, 
seguim amb la resolució del problema. 
Per cap motiu aparent,, simplement pel 
fet que s’havia de triar una combinació 
de valors, s’ha decidit continuar en 
temps partint del repòs el fluid amb un 
Ra = 32000 i un Re = 60. Això ha donat 
lloc a una solució estacionària 
d’equilibri, com es pot veure a la dreta. 
tot seguit, a més a més, es detalla 
l’estat del fluid en aquest estat 
estacionari: 
 
 
 
   Figura 6.1: Evolució temporal fluid amb Ra= 32000 i Re = 60 
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Perfil de temperatures. Alçat                                                        Perfil de temperatures. Planta 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Velocitat vertical. Alçat 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Velocitat vertical. Planta 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figures 6.2: Bloc de figures representatives de l’estat del fluid per Ra= 32000 i Re = 60 
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Un cop obtinguda aquesta solució9, el treball ha consistit en el que s’ha comentat 
anteriorment. S’ha pres aquesta solució com a condició inicial d’un fitxer d’entrada i s’ha dut a 
terme una continuació en Rayleigh i una altra en Reynolds. Continuant amb Rayleigh hem 
pogut obtenir solucions amb un nombre de Reynolds fixat a 60 però que tinguessin uns 
nombres de Rayleigh que variessin des de 0 fins a 40000. Òbviament, degut a les no 
linealitats del sistema, aquest ha patit unes quantes bifurcacions de les anteriorment 
explicades. 
En quant a la continuació en Reynolds, ens ha permès donat un Rayleigh de 32000, obtenir 
solucions per qualsevol nombre de Reynolds en l’interval 0-150. També s’han donat certes 
bifurcacions.  
 
Per obtenir aquests resultats, novament s’ha utilitzat un codi proporcionat pel Grup de 
dinàmica de fluids del Departament de Física Aplicada de la UPC. Aquest codi és diferent a 
d’anterior  ja que de fet el que fa és resoldre un sistema no lineal d’equacions. Tanmateix, de 
la mateixa manera que en el cas de l’altre codi, tot seguit es mostra l’aspecte dels fitxers 
d’entrada de dades i a l’annex es comenta el paper que juguen totes les diferents variables 
que en ell s’hi precisen: 
 
'Ra32d3cont'                ! prefix for filenames 
'Ra32d3Re60.0100'          ! name of restart file 
30000    ! RAYLEIGH = alpha g Delta T L^3 /(nu kappa) 
60    ! REYNOLDS  Omega*R^2/nu 
4.d4    ! GALILEI   g*R^3/(nu) [FROUDE=Omega^2*R/g=REYNOLDS^2/GALILEI] 
1.d0       ! GAMMA     Radius/Height (aspect ratio) 
7.0    ! PRANDTL 
10    ! NPAS = maximum number of calls to PASNEW 
1.d+0    ! DELTAT used when evaluating RHS | Both are interrelated, and change 
1.d-11    ! smin: Tolerance in the RHS norm | with the size of the problem. 
0    ! imodph: azimuthal mode whose phase is fixed (only for RW contin.) 
300    ! mpro = Krylov subspace dimension 
3    ! orto = orthogonalization type 
0 0 50    ! coordinates where T will be computed; (r,theta,z)~(nrp,ntp,nzp) 
            ! where  0<=nrp<=100, 0<=ntp<=360, 0<=nzp<=100 
1    ! NPC, number of continuation steps 
2    ! itycon: [1] Steady, Ra; [2] Steady, Re; [3] RW, Ra; [4] RW, Re 
+0.1    ! DL0, arclength continuation step (+ forward, - backward) 
1         ! insec; write a soln every insec continuation steps 
1          ! init_file = number of first output file 
0.d0       ! omega; estimated RW frequency. 0.d0 if itycon=1 or 2 (steady case) 
0    ! iinfo; if 1, save in contall.prefix the continuation details 
1          ! ibegin; start from [0 time evolution|1 continuation] file 
 
Aquesta part del procés de càlcul ha estat la més costosa temporalment parlant. S’han 
determinat les corbes de continuació per tots els diferents nombres de Rayleigh des de 
10000 fins a 40000 amb un pas de 2000, és a dir, s’han trobat les corbes de 10000, 12000, 
                                                 
9 En aquesta ocasió, per ser la primera, s’han mostrat totes les figures que s’obtenen del codi, però com es pot observar, la 
informació d’algunes d’elles no es massa rellevant. Per això, a partir d’ara, per solucions axisimètriques, només es mostrarà 
el perfil de temperatures en alçat. 
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14000, etc; i el mateix s’ha fet per les continuacions en Reynolds des de 10 fins a 110 però 
de 10 en 10 en aquesta ocasió. S’han pogut observar diverses bifurcacions del tipus node-
sella I del tipus forquilla i també s’ha pogut observar una bifurcació del tipus Cusp. Donat que 
per localitzar-la correctament s’han hagut de fer moltes més continuacions i que a més a més 
aquesta bifurcació és molt menys usual per tenir una codimensió superior a les altres, es 
mostra a continuació projectada tant en el pla (T0,Re).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.3: Visualització de la bifurcació de Cusp  
 
 
Es pot observar com, per Ra petit, per cada valor de Ra tenim un únic estat possible amb un 
Re determinat. La corba que relaciona ambdues magnituds és força suau, però quan anem 
augmentant el Ra es va posant cada cop més vertical per un Re = 105 aproximadament fins 
que de sobte la corba torna enrere i apareixen dos nous estats (corba vermella) . Es tracta 
d’una bifurcació del tipus Cusp, el que passa que com que només l’estem projectant en un 
pla, la veiem com una bifurcació tipus forquilla. Veiem-la ara projectada en el pla (T0, Ra). 
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Ra(+)
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Figura 6.4: Visualització de la bifurcació de Cusp (II) 
 
En aquesta projecció de la bifurcació Cusp s’observa com dues bifurcacions node-sella es 
van apropant fins que finalment col·lideixen en una bifurcació Cusp per deixar pas 
posteriorment a dues branques univaludades. 
 
Tot seguit ens disposem a mostrar una representació esquemàtica de la varietat de solucions 
en l’espai de fases projectada sobre els plans coordenats (T0, Re) i (T0, Ra). Abans, però, cal 
fer tota una sèrie de consideracions: 
 
• Estem considerant un espai de fases unidimensional només representat per T0. D’altra 
banda, com considerem dos paràmetres (Re i Ra) la varietat de solucions serà una 
certa regió en l’espai de tres dimensions representat per (Re,Ra,T0). 
• Quan fem representacions d’aquesta varietat sobre alguns dels 3 plans coordenats no 
dibuixem tots els estats possibles, sinó que ens limitem a mostrar algunes de les 
corbes que formen la congruència (varietat). 
• Com podem trobar totes les solucions que coexisteixen per uns valors determinats 
dels paràmetres? En estudis anteriors s’ha vist que si donada una condició inicial 
tracem corbes de continuació i admetem solucions amb Re<0 (físicament no tenen 
sentit), totes les branques formen una única corba. 
 
El fet de considerar Re<0 com a possible solució es realitza numèricament considerant el 
nombre de Froude com 
Ga
signF
2Re(Re)=  per així obtenir  F<0 quan Re<0. Aquesta operació 
5000 10000 15000 20000 25000
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correspon a una simetria amagada de les equacions. En efecte, per ω=0, les equacions del 
problema són invariants per la simetria  
 ( )( ) ( )( )zrpTwvuzrpTwvu −−−→ ,,,,,,,,,,,, θθ    [32] 
 
En canvi, quan ω≠0, tant el terme de Coriolis com el centrífug canvien de signe. Això ho 
podem arreglar fent  ReRe −→ i aleshores 
Ga
signF
2Re(Re)= .  
Passem a veure finalment una representació esquemàtica de la varietat de solucions i com 
totes les solucions físiques queden enllaçades dins una mateixa corba de continuació que 
passa per nombres de Re negatius: 
 
Continuacions en Reynolds 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Continuacions en Reynolds considerant Re<0 
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Continuació en Rayleigh 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
No hem d’oblidar l’objectiu final de la tesina, que és fer una exploració a l’espai de fases dels 
estats d’equilibri per solucions axisimètriques, veure quines són estables i quines no, i 
finalment veure si continuen sent estables en 3 dimensions o pel contrari tendeixen a 
solucions tridimensionals. És per això que un cop arribats a aquest punt el que s’ha fet és 
fixar-nos en dues combinacions de Re i Ra, observar les solucions simultànies que es donen 
per dites combinacions, i explorar la seva estabilitat dins el subespai axisimètric. 
Posteriorment, quan s’hagin trobat quines branques són estables i quines no, se sotmetran 
únicament les estables a evolució temporal 3D, és a dir, es partirà de la solució axisimètrica i 
es mirarà si es desenvolupa un comportament tridimensional quan pertorbem els diferents 
modes de Fourier. Val dir, que només s’han considerat dues combinacions i no totes les 
possibles dins l’interval d’estudi del problema pel fet que aquest seguiment porta molta feina i 
no s’ha cregut adient per un treball d’aquestes magnituds. 
 
Les dues combinacions de Re i Ra que s’han triat són (Re, Ra) = (4, 20000) i (80, 30000). Tot 
seguit es mostren les corbes de continuació dins les quals queden determinades les diferents 
solucions que coexisteixen per aquests valors dels paràmetres i els perfils de temperatures 
en alçat de les diferents solucions. 
 
Per un nombre de Rayleigh de 30000 i un nombre de Reynolds de 80 coexisteixen 7 diferents 
solucions. L’estat de fases projectat en el pla (T0, Re) és el següent: 
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Continuació en Reynolds 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En efecte, aquesta figura concorda amb la que resulta de fixar el Reynolds a 80 i fer 
continuacions en Rayleigh. Si tornem a traçar una línia vertical, en aquest cas per 
Rayleigh=20000 tornem a veure que existeixen 7 solucions. La varietat dels possibles estat 
projectada en el pla (T0, Ra) dóna el següent: 
 
Continuació en Rayleigh 
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Aquestes 7 solucions que poden coexistir per un valor fixats dels paràmetres, si les ordenem 
segons la representació de fases que tenim a la figura de dalt a baix, és a dir, de més 
temperatura (solució 1) al centre a menys (solució 7), donen lloc als següents perfils de 
temperatures: 
 
Solució 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució 3 
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Solució 4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució 5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució 6 
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Solució 7 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Pel que respecta a la solució Rayleigh = 20000 i Re = 4, altra vegada tornem a tenir 7 
diferents estats coexistint per aquests paràmetres. La varietat a l’espai de fase projectada 
sobre el plans (T0,Re) i (T0,Ra) ens dóna les següents representacions: 
 
Continuació en Reynolds 
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Continuació en Rayleigh 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Les 7 solucions coexistents tenen els perfils de temperatures en alçat que es mostren a 
continuació. La nomenclatura és com en el cas anterior, solució 1 per la solució de més 
temperatura al centre i solució 7 la de menys temperatura. 
 
Solució 1 
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Solució 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució 3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució 4 
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Solució 5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució 6 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució 7 
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Un cop determinades les 7 solucions per ambdós casos, s’ha procedit com s’ha comentat 
abans. S’han introduït com a condició inicial les 14 solucions anteriors en el codi d’evolució 
temporal pel subespai axisimètric i s’han deixat evolucionar un interval de temps 
suficientment llarg com per poder arribar a un estat estacionari.  
Per les solucions amb Rayleigh = 30000 i Reynolds = 80 hem obtingut que les úniques 
solucions estables són la 1, la 4 I la 7. Aquest fet es pot apreciar perfectament en la següent 
figura: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.5: Evolució temporal de les solucions axisimètriques per Ra = 30000 i Re = 80 
 
En canvi, per les solucions amb Rayleigh = 20000 i Reynolds = 4 només la 1 i la 7 són 
estables, totes les altres són altament inestables i tendeixen ràpidament a qualsevol 
d’aquestes dues. Tot seguit es mostra una figura de la mateixa índole que d’anterior però per 
aquests valors dels paràmetres: 
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Figura 6.6: Evolució temporal de les solucions axisimètriques per Ra = 20000 i Re = 4 
 
De fet, ja es podia esperar que aquestes 3 solucions per un cas, i 2 per l’altre fossin estables 
per aquests valors dels paràmetres. Fixem-nos en primera instància amb les solucions 1 i 7 
per Rayleigh 20000. Els seus respectius perfils de temperatures en alçat són els següents: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.7: Solucions estables en el subespai axisimètric per Ra = 20000 i Re = 4 
 
 
S’observa que són totalment simètriques una de l’altra. Cal parar atenció en el fet que el 
nombre de Reynolds és 4, és a dir, la rotació és pràcticament nul·la; és per això que 
ambdues solucions són pràcticament simètriques (si s’observen les figures amb molta cura, 
es poden discernir algunes petites diferències), ja que com s’ha comentat en la introducció 
teòrica a la mecànica de fluids, la convecció lliure el que fa és crear uns rotlles que fan que el 
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fluid tingui una circulació circular. El sentit en el qual es dóna aquesta circulació no té cap 
direcció prioritària en absència d’altres accions. És per això que depenent de la condició 
inicial, podríem obtenir una solució que el líquid pugés pel mig amb molta empenta, o que ho 
fes per les parets de manera no tant pronunciada. 
 
Observem ara les 3 solucions estables per l’altre cas: 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.8: Solucions estables en el subespai axisimètric per Ra = 30000 i Re = 80 
 
 
Aquestes solucions estables són les típiques que hom es troba en un espai axisimètric. 
Reben la notació abreviada de UB, DB i CB. La CB (de l’anglès, centrifugal branche) és la 
típica solució provocada per la força centrífuga, que tendeix a fer pujar el fluid calent pel 
centre i centrifuga cap les parets el fluid més fred. En canvi, les altres dues són les dues 
solucions típiques provocades per la convecció, una amb fluid calent sortint pel centre i l’altra 
amb el fluid fred descendint pel centre. La primera d’elles l’anomenem UB (de l’anglès, 
upperwelling branche) i posa de manifest com la solució típica convectiva es deforma en 
presència de rotacions no menyspreables. Finalment, la DB (de l’anglès, downwelling 
branche) es pot observar que és semblant a una simetria de la UB però deformada pels 
efectes de la rotació. 
  
Finalment arribem a l’última part dels càlculs realitzats. Tenim 5 solucions en total estables en 
l’espai axisimètric, 3 són per una rotació i una convecció de Reynolds = 80 i Rayleigh = 
30000, i 2 per Reynolds = 4 i Rayleigh = 20000. L’últim càlcul realitzat ha consistit en mirar 
l’estabilitat de totes elles a 3D. El procés, que ha estat el mateix per les 5 solucions, s’ha 
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realitzat de la manera següent. S’ha agafat una solució i s’ha introduït en el codi d’evolució 
temporal com a condició inicial. S’han augmentat el nombre de modes de Fourier per 
descriure la variable angular (s’ha passat de 1 a 36 modes) i s’ha fet córrer el codi d’evolució 
temporal però pertorbant sensiblement un dels 5 primers modes de Fourier. Per saber si la 
solució axisimètrica és estable a 3D, és a dir, per saber si tot i haver estat calculada en un 
subespai reduït, s’obtindria igualment si es calculés des d’un bon principi considerant 
solucions tridimensionals, el mode 0 de Fourier haurà de ser el dominant quan s’arribi  a un 
estat estacionari després d’haver pertorbat algun mode de Fourier. Pel contrari, si la solució 
no és estable a 3D, quan la solució tendeixi a un estat estacionari, el mode amb un pes més 
important no serà el 0, sinó que serà un altre.  
Aquest procés s’ha dut a terme amb les 5 solucions i s’ha obtingut que per (Re, Ra) = (4, 
20000) les dues solucions són inestables i tendeixen a una mateixa solució, i que de les 
altres 3 solucions, només la 1 és estable (es tracta de la CB) i les altres dues són inestables. 
Veiem-ho amb més detall: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.9: Evolució temporal en 3D de les solucions estables dins l’espai axisimètricde per  
Ra = 20000 i Re = 4 
 
La solució a la qual tendeixen té el següent perfil tridimensional: 
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Diferències de temperatures. Alçat                                                             Línies de corrent 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
Perfil de temperatures. Alçat                                                            Camp de velocitats. Alçat 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  Perfil de temperatures. Planta                                                         Camp de velocitats. Planta 
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Es pot observar que la solució que es desenvolupa té com a mode predominant el mode 1 de 
Fourier.  En canvi, per l’altra combinació de valors dels paràmetres: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.10: Evolució temporal en 3D de les solucions estables dins l’espai axisimètricde per  
Ra = 30000 i Re = 80 
 
En aquesta figura s’observen 3 colors diferents corresponents a 3 solucions diferents a les 
quals tendeix el fluid. El color blau posa de manifest l’estabilitat d’una de les solucions 
axisimètriques. En efecte, la solució 1 és estable per qualsevol pertorbació d’algun mode de 
Fourier. Es tracta de la branca centrífuga (CB), comentada ja anteriorment. De totes 
maneres, tornem a recordar a quin perfil de temperatures dóna lloc. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.10: Perfil de temperatures per la CB 
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Pel que respecta a les altres dues solucions axisimètriques, podem observar com la solució 7 
(DB) sempre acaba tendint a una solució amb una temperatura enmig molt pronunciada; 
mentre que la solució 4 (UB) en funció de les condicions inicials ens tendirà a la mateixa 
solució que tendeix sempre la solució 7, o a una altra diferent que té una temperatura enmig 
no tan elevada. Aquest segon punt d’equilibri estable, que ve descrit per el mode 2 de 
Fourier, és evident que té una conca d’atracció molt menor que la primera, que a la seva 
vegada ve descrita per un mode 3 de Fourier. Veiem-les: 
 
 
   Diferències de temperatures. Alçat                                                             Línies de corrent 
 
 
  
 
 Perfil de temperatures. Alçat                                                            Camp de velocitats. Alçat 
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 Perfil de temperatures. Planta                                                         Camp de velocitats. Planta 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Aquesta solució 3D era la corresponent al mode 2 de Fourier, és a dir, la solució a la qual 
només tendeix la solució 4 (UB) en alguns casos. Pel que fa a la solució 3D descrita pel 
mode 3 de Fourier, té els següents perfils: 
 
 
 
   Diferències de temperatures. Alçat                                                             Línies de corrent 
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 Perfil de temperatures. Alçat                                                            Camp de velocitats. Alçat 
 
 
 
 Perfil de temperatures. Planta                                                         Camp de velocitats. Planta 
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7.- Conclusions 
 
Resulta força complicat concloure aquest treball d’una manera enginyeril i grandiloqüent. A 
diferència d’altres tesines, en cap moment s’ha plantejat una hipòtesi o idea principal que es 
pugui corroborar o refutar en aquest apartat, sinó que el present treball és una millora en les 
simulacions del comportament d’un fluid davant d’una convecció amb rotació; de fet, és la 
primera vegada que es varia simultàniament en una simulació el nombre de Froude i el 
nombre de Reynolds, quan en canvi això és el que ocórrer en els experiments. Tanmateix, 
aquesta millora en les simulacions i per tant apropament a la realitat no té sentit si no va 
agafada de la mà d’uns experiments en el laboratori que puguin demostrar els resultats 
obtinguts, i en aquest cas els experiments realitzats són inexistents (tot i que en un futur 
proper es duran a terme a Pamplona). És per això que el treball en sí (part pràctica) ha 
consistit en seguir cronològicament un procés de modelització numèrica i d’obtenció de 
resultats. El perquè només s’hagin considerat dues combinacions de (Re, Ra) i no totes les 
possibles de manera que es pogués predir l’estat del fluid donada una condició inicial 
qualsevol per una rotació i escalfament determinats és que necessitaríem determinar la 
varietat de solucions en l’espai de fases així com les conques d’atracció dels punts fixes, 
cicles límits, etc., i això és un problema massa complicat per tractar-lo com a tesina. 
Tanmateix, amb aquestes dues combinacions de valors de (Re, Ra) i les gràfiques de 
continuació obtingudes es pot apreciar la importància dels efectes centrífugs en una cèdula 
convectiva i es pot deduir el comportament del fluid qualitativament. En efecte, si observem la 
figura següent corresponent a corbes de continuació en Reynolds podem discernir entre 4 
regions ben diferenciades: 
 
 
La primera de les zones correspon a Re ≈ 0 i s’ha estudiat en detall ja que una de les 
combinacions triades ha estat Ra = 20000 i Re = 4. Per rotacions pràcticament nul·les 
recuperem les solucions ja conegudes sense rotació que inclouen una simetria del tipus Z2 i 
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on l’acció exterior dominant és la gravetat. Es pot apreciar a la figura que coexisteixen unes  
7 solucions totes elles simètriques per aquests valors propers a zero de la rotació i com s’ha 
anat veient en el treball tot i que un parell d’elles són estables al subespai axisimètric, cap 
d’elles ho acaba sent a 3D. 
 
La segona zona correspon a rotacions no menyspreables, però moderades i podríem acotar-
la amb el límit Re = 50. A partir d’un valor de Re = 50 s’observa que les solucions que 
s’oposen a la centrífuga (és a dir, les que difereixen del típic perfil centrífug, que es 
caracteritza perquè el fluid fred baixi per les parets i el calent pugi pel centre) moren i per tant 
aquesta regió estarà caracteritzada pel fet de tenir solucions controlades per la força de la 
gravetat i la de Coriolis, i no per la centrífuga. Aquesta zona no s’ha estudiat ja que de fet és 
una continuació lògica de la zona anterior de Re ≈  0 i els canvis observats no són qualitatius.   
 
Pel que fa a la tercera regió (50 < Re < 125), es tracta d’una zona enormement complexa on 
les tres accions exteriors principals juguen un paper semblant i això fa que les branques es 
torcin entre elles i el comportament del fluid sigui força complex. Aquesta zona, de la mateixa 
manera que la primera s’ha estudiat en detall (combinació Re = 80 i Ra = 30000) i s’ha pogut 
observar que existeixen 3 solucions estables al subespai axisimètric (CB, UB i DB), només 
una d’elles, la CB romania estable a 3D i en canvi les altres dues desenvolupaven solucions 
3D regides per modes 1, 2 i 3 de Fourier. 
 
Pel que fa a l’última regió (Re > 125), s’observa que per rotacions elevades la força 
centrífuga juga un paper totalment dominant i que en el subespai axisimètric només acaba 
existint una única solució  estable.   
  
A banda d’això, en el treball s’ha posat de manifest la gran no-linealitat de les solucions i per 
tant s’ha pogut observar com la teoria matemàtica de sistemes dinàmics i d’anàlisi de 
bifurcacions ens ajuda a realitzar una millor caracterització dels sistemes físics. A més, s’ha 
pogut comprovar un cop més que els mètodes numèrics són bàsics a l’hora de resoldre un 
problema físic i que tant la cerca de la major eficiència computacional possible com l’elecció 
dels mètodes numèrics adients són dues tasques claus per resoldre un problema adientment. 
 
Finalment, és interessant comentar que tot i que el present treball és molt més característic 
d’un físic que no pas d’un enginyer de camins, si aquest darrer té ganes d’aprendre i hi 
dedica un cert temps pot arribar a desenvolupar de manera eficient tasques molt llunyanes a 
la professió, fet que honra la carrera i que demostra que hom surt ben preparat per 
desenvolupar tot tipus de feines. 
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9.- Annex 
 
'Ra30Re80'  ! prefix for filenames    
''   ! name of restart file 
30000   ! RAYLEIGH  alpha*g*DT*L^3/(nu*kappa) 
80   ! REYNOLDS  Omega*R^2/nu 
4d4   ! GALILEI   g*R^4/(nu) [FROUDE=Omega^2*R/g=REYNOLDS^2/GALILEI] 
1.d0   ! GAMMA     Radius/Height (aspect ratio) 
7.d0   ! PRANDTL   nu/kappa 
0.d0   ! AMP       Omega modulation amplitude 
0.d0   ! FREQ      Omega modulation frequency 
2.d-5   ! deltat    time step 
100000   ! npas      number of time steps 
10000   ! insec     write a soln every insec time-steps 
10   ! inpas     write to phase.xxx every inpas time-steps 
1   ! init_file number of first output file 
0   ! iaxisym=m m=0 axisym; m>0 m-Fourier subspace; m<0 |m|-rotoreflection 
0   ! ibegin  0 start from rest with random perturbation, set t=0. 
                 1 continue restart solution, set t=0. 
                      2 continue restart solution, keep t. 
                      3 continue restart sol. with random pert., set t=0. 
0          ! imode   azimuthal mode to be perturbed 
1.d-6      ! pert      amplitude of the T perturbation 
 
 
1.- Prefix for filenames 
Es tracta del nom que li volem donar al fitxers de sortida de dades del codi. El codi dóna 4 
tipus diferents d’arxius. En primer lloc, dóna l’evolució temporal de la intensitat dels diferents 
modes de Fourier per descriure la temperatura i l’energia cinètica del fluid; aquests són els 
fitxers th_en.xxx  i kinen.xxx, on xxx és precisament el prefix for filenames. En segon lloc, 
obtenim l’evolució en el temps de la temperatura en el punt (r,θ,z) que li precisem 
posteriorment; són els fitxers phasept.xxx. Finalment obtenim els fitxers xxx.0001, xxx.0002, 
etc. que contenen l’estat del fluid en un pas de temps en concret; aquests arxius són els que 
utilitzem per posteriorment obtenir imatges sobre el perfil de temperatures, el camp de 
velocitats, les línies de corrent, etc.  
Per no confondre’ns, doncs, donarem un nom als arxius de l’estil Ra3d3Re100 si volem 
calcular, per exemple, l’estat del fluid per un valor del nombre de Rayleigh de 3000 i un del 
nombre de Reynolds de 100. 
 
2.- Name of restart file 
Podem fer evolucionar el fluid donat un estat inicial o el podem fer evolucionar des del repòs. 
En cas que el volguéssim prendre com a condició inicial una diferent del repòs, hauríem de 
posar en aquest espai un arxiu de l’estil xxx.nnnn. 
 
3.- RAYLEIGH  alpha*g*DT*L^3/(nu*kappa) 
Valor que li volem donar al nombre de Rayleigh. Una consideració important és que es podria 
pensar que aquest nombre hauria d’estar en consonància amb les propietats de les 
condicions inicials, i no. Recordem que el nombre de Rayleigh així com el de Reynolds són 
uns paràmetres adimensionals que controlen les accions exteriors. És per això que podríem 
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fer que el fluid partís d’una condició inicial qualsevol i a la vegada que comencés a passar el 
temps també es modifiquessin les accions exteriors. De fet el cas més exagerat és quan 
comencem del repòs (no introduïm Name of restart file) i li donem uns valors diferents de 0 a 
Re i Ra. 
4.- REYNOLDS  Omega*R^2/nu 
Valor que li volem donar al nombre de Reynolds. Mateixes consideracions que pel nombre de 
Rayleigh. 
 
5.- GALILEI   g*R^4/(nu) [FROUDE=Omega^2*R/g=REYNOLDS^2/GALILEI] 
Valor que li volem donar al nombre de Galileu. Tanmateix, aquest valor, com s'ha comentat 
amb anterioritat, el fixarem en 40000 i no el modificarem mai. 
 
6.- GAMMA  Radius/Height (aspect ratio) 
Valor que li volem donar a γ. Com també s’ha comentat anteriorment, el valor d’aquest 
paràmetre el mantindrem fixat a 1. 
 
7.- PRANDTL   nu/kappa 
Valor que li donarem al nombre de Prandtl. El fixem a un valor de 7. 
 
8.- AMP  Omega modulation amplitude 
Aquest paràmetre no el modificarem ja que només s’utilitza en cas que la rotació no sigui 
uniforme, sinó que vingui donada per una funció sinusoïdal. Com que nosaltres la 
considerarem uniforme, tenim el valor fixat a 0. 
 
9.- FREQ  Omega modulation frequency 
De la mateixa manera que en el cas de la variable anterior, aquest paràmetre no el tocarem i 
el deixarem fixat en 0, ja que serveix per simular una rotació sinusoïdal. 
 
10.- Deltat  time step 
Aquest paràmetre és molt important. El temps l'hem discretitzat per diferències finites amb un 
mètode de segon ordre. És ben sabut que aquests mètodes de segon ordre són inestables 
numèricament per certs intervals del pas de temps. En principi és un paràmetre que el tenim 
fixat a 2e-05 ja que el codi havia funcionat bé en altres ocasions amb aquest valor. Tanmateix 
es modificarà si es veu que l’algoritme es torna inestable. 
 
11.- Npas  number of time steps 
Amb aquest paràmetre regulem la duració de l’interval de temps en què farem evolucionar el 
sistema. De fet, com el seu nom indica, és el nombre de passos de temps de valor Deltat que 
considerarem. Evidentment, mentre més gran sigui aquest nombre, més trigarem a obtenir 
els resultats numèrics. En general, deixarem el valor fixat en 100000 com es pot veure en el 
quadre anterior, però tenint en compte que si no arribem a una situació estable o estacionària 
l’haurem d’augmentar. 
 
12.- Insec  write a soln every insec time-steps 
Les solucions xxx.nnnn ocupen memòria al disc i en moltes ocasions no ens cal conèixer 
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l’estat en tot el transitori, sinó que només volem l’estat al qual tendeix. Per això, no guardem 
una solució de l'estat del sistema cada pas de temps, sinó que les guardem cada insec 
passos de temps. Tant en l’exemple com en la majoria d’ocasions el tindrem fixat a Npas-1 
així només haurem de guardar 10 solucions. 
 
13.-  Inpas  write to phase.xxx every inpas time-steps 
Com diu el nom, escriu informació al arxiu phase.xxx cada inpas passos de temps. Com s’ha 
comentat anteriorment, els fitxers phase.xxx ens donen l’evolució temporal de la temperatura 
al centre del cilindre; donat que l’evolució d’aquesta temperatura no és molt brusca, guardant 
una solució cada inpas passos de temps ja en tindrem prou. De fet, hem fixat el valor 
d’aquest paràmetre en 10 i podria ser més gran. 
 
14.- Init_file number of first output file 
Els fitxers que tenen de nom xxx, com ja hem dit en el primer punt, creen solucions que 
representen l’estat del fluid en un cert instant de temps i que segueixen una nomenclatura de 
l’estil xxx.0001, xxx.0002, etc. Tanmateix aquesta nomenclatura és aquesta si posem com 
Init_file number el nombre 1. Si posem el nombre 192, doncs el primer fitxer d'estat del fluid 
seria xxx.0192. 
 
15.- Iaxisym=m m=0 axisym; m>0 m-Fourier subspace; m<0 |m|-rotoreflection 
La variable Iaxisym controla els modes de Fourier que decidim considerar en la resolució del 
problema. En les diferents parts del problema mantindrem aquesta variable en el valor de 0 
(quan vulguem considerar solucions axisimètriques i per tant només considerem el mode 0 
de Fourier) o en el valor 1, en cas que considerem solucions 3D. El cas de m negatiu no el 
tocarem ja que correspon a una simetria per casos de rotació gran negligint la força 
centrífuga  
 
16.- Ibegin  
Només hi ha 4 valors possibles per a aquesta variable i són els que es poden veure en el 
mateix fitxer d'entrada de dades. En funció del que ens interessi li donarem un valor o un 
altre. 
 
17.- Imode  azimuthal mode to be perturbed 
Si fixem el paràmetre Ibegin com a 3, estarem pertorbant la solució de manera aleatòria, però 
ens faltarà dir quin mode de Fourier volem pertorbar. Per tant, Imode haurà de ser un nombre 
d'un dels modes de Fourier que utilitzem per discretitzar el problema.  
 
18.- Pert  amplitude of the T perturbation 
La pertorbació que li apliquem al mode de Fourier n tindrà una amplitud controlable per 
aquest paràmetre. En principi, mentre més gran sigui, més canviarem la condició inicial del 
problema. En general, però, la mantindrem en el valor que es veu en l’exemple, en 1e-06. 
 
 
'Ra32d3cont'                ! prefix for filenames 
'Ra32d3Re60.0100'          ! name of restart file 
30000    ! RAYLEIGH = alpha g Delta T L^3 /(nu kappa) 
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60    ! REYNOLDS  Omega*R^2/nu 
4.d4    ! GALILEI   g*R^3/(nu) [FROUDE=Omega^2*R/g=REYNOLDS^2/GALILEI] 
1.d0       ! GAMMA     Radius/Height (aspect ratio) 
7.0    ! PRANDTL 
15    ! NPAS = maximum number of calls to PASNEW 
1.d+0    ! DELTAT used when evaluating RHS | Both are interrelated, and change 
1.d-11    ! smin: Tolerance in the RHS norm | with the size of the problem. 
0    ! imodph: azimuthal mode whose phase is fixed (only for RW contin.) 
300    ! mpro = Krylov subspace dimension 
3    ! orto = orthogonalization type 
0 0 50    ! coordinates where T will be computed; (r,theta,z)~(nrp,ntp,nzp) 
            ! where  0<=nrp<=100, 0<=ntp<=360, 0<=nzp<=100 
1    ! NPC, number of continuation steps 
2    ! itycon: [1] Steady, Ra; [2] Steady, Re; [3] RW, Ra; [4] RW, Re 
+0.1    ! DL0, arclength continuation step (+ forward, - backward) 
1         ! insec; write a soln every insec continuation steps 
1          ! init_file = number of first output file 
0.d0       ! omega; estimated RW frequency. 0.d0 if itycon=1 or 2 (steady case) 
0    ! iinfo; if 1, save in contall.prefix the continuation details 
1          ! ibegin; start from [0 time evolution|1 continuation] file 
 
 
1.- Prefix for filenames 
2.- Name of restart file 
3.- RAYLEIGH  alpha*g*DT*L^3/(nu*kappa) 
4.- REYNOLDS  Omega*R^2/nu 
5.- GALILEI   g*R^4/(nu) [FROUDE=Omega^2*R/g=REYNOLDS^2/GALILEI] 
6.- GAMMA  Radius/Height (aspect ratio) 
7.- PRANDTL   nu/kappa 
 
 
Els 7 primers paràmetres a modificar tenen exactament el mateix sentit que en el cas de 
l’evolució temporal, amb la diferència que si volem obtenir unes corbes de continuació suaus 
haurem de dotar a la condició inicial d’uns paràmetres Rayleigh i Reynolds que siguin 
precisament els que té. 
 
8.- NPAS = maximum number of calls to PASNEW 
Com s'ha comentat a l’apartat de tractament numèric, el codi realitza les diferents corbes de 
continuació fent Newton-Rhapson amb l’estratègia incremental arclength. Npas és el nombre 
màxim d’iteracions que pot fer el mètode de Newton-Rhapson per trobar el punt fix del 
l’equació f(x)=0 en cada pas incremental.  
En principi, el mètode de Newton, per tractar-se d'un mètode de convergència quadràtica, 
hauria de tenir suficient amb unes 15 iteracions com a molt per convergir fins a la solució del 
problema, per tant en principi no tocarem el valor d’aquesta variable 
 
9.- DELTAT used when evaluating RHS | Both are interrelated, and change 
Com també s'ha comentat a l’apartat de mètodes numèrics, per realitzar Newton-Rhapson es 
necessita la inversa de la matriu Jacobiana )(xf∇ . La matriu jacobiana no es troba mai sinó 
que es ressol el problema en un subespai reduït de Krylov. Per construir aquest subespai 
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necessitem conèixer l’acció de la matriu jacobiana sobre un vector. Aquesta la podem 
conèixer ja que es pot demostrar que quan resolem Navier-Stokes estacionàriament de fet 
l’estem obtenint. Tanmateix, tot i resoldre el sistema lineal en el subespai de Krylov 
necessitem un precondicionador de la matriu del sistema i aquest precondicionador es pot 
demostrar (Mamun & Tuckerman 1995) que es pot aproximar precisament per la funció )(xf  
avaluada a un temps DELTAT, que coincideix amb 
dt
dx  a DELTAT (recordem que per 
qualsevol temps es compleix que )(xf
dt
dx = ). De fet això és només cert si DELTAT és gran. 
En el cas del nostre problema hem agafat uns passos de temps de l’ordre de 10-5 i DELTAT  
el mantindrem fixat a 1 (5 ordres de magnitud més gran que el pas de temps). 
  
10.-  Smin: Tolerance in the RHS norm | with the size of the problem 
Resulta que mentre més gran sigui el DELTAT, més gran també haurà de ser la tolerància en 
el mètode de Newton per donar com a bona una solució. Aquesta tolerància ve donada per 
aquest paràmetre smin, que per defecte es deixarà en 1e-11 i que no es modificarà si no és 
que també es modifica el DELTAT. 
 
11.- Imodph: azimuthal mode whose phase is fixed (only for RW contin.) 
El mantindrem fixat a 0 perquè per la resolució del nostre problema no necessitem fer aquest 
tipus de continuacions (en RW) 
 
12.- Mpro = Krylov subspace dimension 
Dimensió del subespai on resoldrem el sistema lineal. Es pot observar que és un nombre 
molt inferior a la dimensió de la matriu jacobiana, que és de l’ordre de 10e4. Com en el cas 
dels altres paràmetres, en general el mantindrem en el valor de 300, i si tinguéssim 
problemes de convergència ja es modificaria. 
 
13.- Orto = orthogonalization type 
És el nombre associat al tipus d’ortogonalització utilitzada per construir el subespai de Krylov. 
En principi restarà sempre amb el valor de 3. 
 
14.- Coordinates where T will be computed; (r,theta,z)~(nrp,ntp,nzp) where 0<=nrp<=100, 
0<=ntp<=360,      0<=nzp<=100 
Mirarem sempre la temperatura al centre del cilindre, per tant fixarem el valor d’aquests 3 
paràmetres com 0 0 50. 
 
15.- NPC, number of continuation steps 
Una vegada fixat el paràmetre de longitud d’arc, que és l’eina bàsica per definir l’estratègia 
incremental, caldrà fixar el nombre de passos que volem fer mantenint aquest paràmetre.  
 
16.- Itycon: [1] Steady, Ra; [2] Steady, Re; [3] RW, Ra; [4] RW, Re 
Tot i que a priori tenim 4 valors possibles per a aquest paràmetre, només ens interessaran els 
valors 1 i 2. Introduirem un valor 1 quan vulguem fer continuacions en Rayleigh, és a dir, 
quan fixem el nombre de Reynolds en un valor i anem incrementant el nombre de Rayleigh 
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segons el paràmetre de longitud d’arc. El nombre 2 l’utilitzarem per les continuacions en 
Reynolds. 
 
17.- DL0, arclength continuation step (+ forward, - backward) 
Aquest és el paràmetre clau per aconseguir els resultats que busquem. Si bé és cert que 
modificant altres paràmetres podem aconseguir que un algoritme passi de no convergir a que 
si ho faci, aquest és el paràmetre bàsic que juntament amb el NPC ens permetrà fer 
convergir l’algoritme en les zones més difícils i accelerar el procés en les zones millor 
comportades. Per les continuacions en Rayleigh en general prendrà valors de l’ordre de 200, 
mentre que en les continuacions en Reynolds prendrà un valor de l’ordre de 0.2. 
 
18.- Insec; write a soln every insec continuation steps 
19.- Init_file = number of first output file 
 
Tenen el mateix significat que pel cas de l’evolució temporal. 
 
20.-  Omega; estimated RW frequency. 0.d0 if itycon=1 or 2 (steady case) 
No aplica, no fem aquest tipus de continuacions. 
 
21.- Iinfo; if 1, save in contall.prefix the continuation details 
En cas de donar-li el valor de 1, l’algoritme de continuació ens proporcionarà molta 
informació sobre el mètode numèric, de fet, una informació excessiva. En la major part dels 
casos no la voldrem per a res i és per això que deixarem un 0, perquè només ens tregui com 
a dades les més interessants de totes, com són el valor de T0, Re i Ra en cada pas, el 
nombre d’iteracions que ha calgut per convergir i poques més.  
 
22.- Ibegin; start from [0 time evolution|1 continuation] file 
Per fer córrer el programa necessitem una condició inicial, però aquesta podria 
indiferentment venir d'un fitxer d’evolució temporal o d’un fitxer de continuació. Podrem 
utilitzar qualsevol dels dos tipus de fitxers, però en aquest paràmetre li haurem d’especificar. 
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